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Chapitre 12
Probabilités sur un univers dénombrable

Exercice 1 : D’aprés le cours, on a
+oo
> P(4,)=P <U An> :
n=0 neN

Ainsi, la série de terme générale P(A,,) converge, donc la suite (P(A,,)) converge
vers 0.

Exercice 2 : On note A I’événement dont on veut calculer la probabilité et
pour n € N* on note A, I'événement « les n— 1 premiers lancer donne 2 ou 4 et
le n-iéme lancers donne 6 ». Comme les A,, sont des événements incompatibles,

on a oo oo
P(A) =P (U An) => P(4,).
n=1 n=1

Si on note B; I’événement « la i-iéme lancer donne 2 ou 4 » et C; I’événement
« le i-iéme lancer donne un 6 », on a par indépendance

_ b1
Co3n—lg

Finalement, avec la formule donnant la somme d’une série géométrique, on a

P(An> = P(Bl N---NB,_1N Cn) = P(Bl) s P(Bn_1>P(Cn)

+o0
11 1/6 1
P(A) = - = = -
(4) Z?,n—16 1-1/3 4

n=1

Exercice 3 :

1. Pour n € N*, on note A, I’événement « l'erreur n’est pas corrigé durant
la n-iéme relecture ». On souhaite calculer la probabilité de I’événement
AiN---NA,. Parindépendance, on a

P(A1N---NA,) = P(A;) - P(A,) = <>n

2. Pour j € [1,3], on note B;j 'événement « I’erreur numéro j est corrigé
a l'issue de la n-iéme relecture ». On souhaite calculer la probabilité de
I’événement B1 N By N Bs. Avec le résultat de la question précédente, et par
indépendance, on a

P(Bl NByN Bg) = P(Bl)P(BQ)P(Bg)
= (1= P(B1))(1 - P(B))(1 - P(Bs))

()

3. D’apres la question précédente, il faut résoudre 'inéquation

3 n\ 3 3 n 1/
- (5 >0,95¢ (7] <1-(0,9)

In(1 — (0,95)'/3)

AL WYY

~ 14,17

Donc il faut 15 relectures au minimum.

Exercice 4 :
1. Pour n € N*, on note A, I'événement « le joueur 1 atteint la cible au n-
iéme tir » et B, I'événement « le joueur 2 atteint la cible au n-iéme tir ».
Le joueur 1 gagne est I'événement

A= (AAnBin--NA, 1NB,1NA,).

neN cn

Par indépendance, on a

P(Cy) = P(A)P(B) -+ P(Au-1) P(Bu1)P(An) = [(1=p1)(1-p2)"'p1,

puis, on en déduit en utilisant la somme d’une série géométrique

+o00 400
P(A) = P(C,) = 1-— 1-—- n-l :p—l.
(4) g (Cn) ;( )= p)" o =
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2. En notant B I'événement « le joueur 2 gagne », on obtient en procédant
comme dans la question précédente

1 —
pP1+ P2 — pip2
L’événement « le jeu se termine » est AU B, et on a
1_
P(AUB) = P(A) + P(B) = — (L=pp2  _
P1+p2—pip2  P1+ P2 — Pip2
donc le jeu se termine quasi-certainement.
3. Le jeu est équitable si et seulement si
P(A)=P(B) & pi=({1=-pi)p2 & pp=1—— si p#1L

Avec cette relation, la condition py €]0,1] est vérifiée si et seulement si
p1 < 1/2. Finalement, le jeu est équilibré si et seulement si

0<pr<1/2 et pp=-L1 .
I—m

Exercice 5 :

1. Pour n € N*, on note F,, I’événement « on fait face au n-iéme lancer ».

n n = — 2 2 4
p=P(RNE) = P(R)P(F) =3 x £ =,
n 7 = — 1 2 2 4
ps = P(FL N Fy N Fy) = P(R)P(F)P(Fy) = 5 % 5 % 5 = oo

P4 = P(FlﬂFgﬂpgﬂFh) +P(F1ﬁF2ﬂF3ﬂF4)
= P(F1)P(Fy)P(F3)P(Fy) + P(F1)P(Fy)P(F3)P(Fy)
4 8 12 4
81 81 81 27
2. On utilise le systéme complet d’événement F7, FiNF et FyNF, avec la
formule des probabilités totales

Pni2=P(X =n+2)=P(X =n+2]| F)P(F)
+P(X =n-+2 ‘ FlﬂFQ)P(FlﬂFQ)-FP(X =n+2 ’ FlﬂFQ)P(Fl ﬁFg),

2/6

d’ou en simplifiant
1 2 _
pn+2:§><P(X:n—|—2|F1)—i—§><P(X=n—|—2|FlﬂF2).

Or, si I'on sait que l'on a fait face au premier lancer, il reste n + 1 lancer
ou il faut obtenir le double pile pour la premiére fois au n + 1-éme lancer.
En raisonnement de méme si on fait pile, puis face, on obtient

1 2

Pn+2 = ganrl + §pn-

. La suite (py) est récurrente linéaire d’ordre 2. L’équation caractéristique

associée
wQ—lx—g— :J:—g :164—1
37 9 3 3)°

On en déduit qu’il existe (a,b) € R? tel que

2\"  [-1\"
vneN, py=alz) +b0(—=) .
ners m=e(3) +(3)

En évaluant 'expression pour n = 2 et n = 3, on conclut que

2 n+1 4 1 n
N N* == — ] .

. Rappelons que I'on a la formule

1—x)?

+oo
Vo €] —1,1], an” =
n=0

x
On en déduit que X admet une espérance car la série de terme général

- (36
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est convergente, puis que

B0 = Sarr = =255 (2) 1550 ()
-1/3 15

4
T3(1-2/32 3(1+1/32 4

Exercice 6 :
1. (a) Par la formule des probabilités composées, on a pour k € [1,7n]

n—k n—k
X =
n—k+1 n

n—2
n n—1

n—1

P(X >k)=

En utilisant la formule précédente, on a,

PX—k)=P(X> k) - P(X > k+1) = "—F_ -

1
n n n

Ainsi X suit une loi uniforme sur [[1, n].
L’espérance d'une loi uniforme sur [1,n] est E(X) = (n+1)/2.

On se trouve dans la situation ou X suit une loi géométrique de pa-
rameétre p = 1/n.

D’apres le cours, X admet une espérance et E(X) = n.

Exercice 7 : Par le théoréme du transfert, 'espérance de 1/X existe si et
seulement si la série

400 +o0 k—1
1 p(1—p)
-P(X=k)=
SP(X=k) =) ——

k=1 F =1 e e’

Uk
est absolument convergente. Or, on a
luea| _ p(L—p)* & k

g k+1 pl—pF 1 k+1 kst oo

donc la série converge absolument par la régle de d’Alembert. On a alors

+00 k—1 +oo k
1 p(1—p) P (1—p) p
E(=])= — — In(p).
(X) ; k I—p& & )

Exercice 8 : Par le théoréme du transfert, I’espérance de 1/(X + 1) existe si
et seulement si la série

+00 1 —+00 2K \
—P(X =k)= —e
Zlﬁ—l ( ) Z(kJrl)!e
k=0 =0
uy,
est absolument convergente. Or, on a
luggr] APl (k+ 1)1 A

lug]  (k+2)! Xeemr k42 k’—>—+>ooo

donc la série converge absolument par la régle de d’Alembert. On a alors

+oo _)\ too _ —
B 1 :Z Ak ef)‘zdz PLan :ek(e’\—l)zl—e’\.
X+1 — (k+1)! A = (k+1)! A A
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Exercice 9 :
1. Tout les couples ont un garcons et X enfants, donc P = 1/X.

2. Les couples continuent & faire un enfant tant qu’ils n’ont pas un gargon.
Ainsi, X suit une loi géométrique de parametre p = 1/2.

3. Par le théoréme du transfert, 'espérance de P = 1/X existe si et seulement

si la série
400 1
E Z k2k
k=1 k= 1\/
est absolument convergente. Or, on a
k
|Uk+1| _ k2 _ k N 1’
\uk\ (k + 1)2k+1 Q(k + 1) k—+oo 2

donc la série converge absolument par la régle de d’Alembert. On a alors
1 N1 XR(1/2)k 1
E<X>:;k2k:; - :—ln<2>:1n(2).

Exercice 10 :

1. On doit avoir

+o0 +o00 1
P(X = =1 E—
n=1 n=1

Or l'on a

1
_
N +1 N>+

N N 1 1
E = E _ — :]_— s
nn+1 n n+1

n=1 n=1

donc a = 1.

2. La variable aléatoire X n’admet pas d’espérance car la série de terme gé-
néral nP(X =n) = 1/(n+ 1) ne converge pas absolument.

Exercice 11 :

1. On doit avoir

+oo 1
P(X )=1&a =
Z ;n(n+1)(n+2)
Orl'on a
nz1n(n+1)(n+2)_n:12n n+1 2(n+2)
N
1 1 1
2;<n n+1)+<n+2_n+1>
1 1_ 1 1 R 1
T2 N+1 N+2 2 ) Notoo 4’
donc a = 4.

2. La variable aléatoire X admet une espérance car la série de terme général
nP(X =n) = 4/(n+ 1)(n + 2) converge absolument d’apreés la régle de
Riemann. De plus,

+o0 4

“+oo
:;nP(X =n) :;(71‘1'1)(”‘1'2)

Or l'on a
N N
1 1 1
— R — H -
nzl(n—i-l n+2) ;n n+2 T2 N42Nofeo?2
donc E(X) = 2.
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Exercice 12 : D’aprés I’énoncé, on a pour tout n € N
Vk e [0,n], P(X=k|N=n)= (Z);ﬁ(l —p) k.

On en déduit que X (©2) = N. Pour k£ € N, on a par la formule des probabilités

totales
+oo —+00 n A
_ _ _ _ _ _ k n—k -2
P(X_k:)_nZ_OP(X_kN_n)P(N_n)_T§<k>p (1—p) e

(e *2” (=P * Ve X (=N

k! (n—k)! k! 0!
n=~k /=0

_ (p)‘)ke_A e(l—p)/\ _ (p)‘)ke—p)\

k! k! ’

donc X suit une loi de Poisson de paramétre p.

Exercice 13 :

1. Pour ¢« € N* on note F; I’événement « on fait face au i-iéme lancer ». On
a X(©) = N. Soit n € N. On a alors par la formule des probabilités totales
selon la position du premier pile

n+1
P(X:n):ZP(Flﬂ---Fi_lﬁFiﬂE+1ﬂ--~ﬂFn+1ﬂFn+2)
=1

= (n+1)(1-p)"p*.

2. La variable aléatoire X admet une espérance si la série

+o0o +oo
S nP(X =n) = nln+1)(1 —p)"p?
n=0 n=0

Un
converge absolument. Or, on a

(n+1)(n+2)(1 - p)
n(n+1)

uns1] _ (n+1)(n+2)(1 - p)"tp? _
|| n(n+1)(1 — p)p?

donc la série converge absolument par la régle de d’Alembert. En utilisant

la formule
= 2z
on obtient
400 +o00 2
n 2p°(1 —p 2(1—p
E(X):ZnP(X:n):Zn(n—i—l)(l—p) = <p3 ) _ X ; )
n=0 n=0

Exercice 14 :

1. Soit Y suivant une loi géométrique de parameétre p €]0, 1[. Par la formule
des probabilités totales

+oo +oo
PY>m)= > PY=k= > (1-p'p=>1-p">0
k=m+1 k=m-+1

De plus, on a

P(Y >m+n)Nn(Y >m))

PY>m+n|Y >m)=

P(Y >m)
_PY>m+n) (1-—p™m™
PY >m) — (1-p)m

— (1—p)" = P(Y >n),

donc la loi géométrique de paramétre p est sans mémoire.

2. En prenant m = n = 0 dans ’hypothése, on obtient
P(X>0=PX>0|X>0)=1.
3. En prenant n = 1 dans ’hypothése, on obtient
P(X>m+1|X >m)=P(X >1),
que ’on peut réécrire

PX>m+1)=P(X>m+1)n(X >m))=PX >1)P(X >m).
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4. Notons ¢ = P(X > 1) €]0,1]. D’aprés la question précédente, la suite
(P(X > m)) est géomeétrique de raison ¢, donc on a

vmeN, P(X>m)=PX>1)q¢" ! =q¢m
Finalement, on trouve
P(X =m)=P(X >m—1)~ P(X >m) =¢" " —¢" = " (1 - g),

donc X suit une loi géométrique de paramétre ¢ = 1 — p.

Exercice 15 :

1. Par la formule des probabilités totales, on a

+oo +o00 a2k+1
p:ZP(X:2k+1):Zm€_a
k=0 k=0 )
+oo +oo a2k
g=> P(X=2k)=> <2k)‘e—a.
k=1 k=1 ’

On en déduit que p+g=1—P(X =0)=1—e"% et que

“+oo
-1 n+1_n
pquQ_GZ( )1 - =e Y(1—e™),
1 n.
donc

1
(1—e2) et g= 5(1 —e )2

2. Notons G le gain de Pierre. On peut écrire

a— —X si X est pair
- X si X est impair

} = (-1)%*1x.

Par le théoréme du transfert, G admet une espérance si et seulement si la
série

+oo

> (-1)"nP(X =n)

n=0

Un
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est absolument convergente. Or l'on a |u,| = nP(X = n) qui est le terme
général d’une série convergente, car la loi de Poisson admet une espérance.
Finalement,

+oo +oo n
n n a” _g
E(G) =) (-1)"'nP(X =n) =) (-1) Hnﬁe
n=0 n=0 ’
- 41 a” o zaé 2
=€ ;(—1) m = ae g(—l) E = ae .

L’espérance des gains de Pierre est donc ae™2¢ et celle de Paul est —ae ™22,

3. Pierre est avantagé dans ce jeu, car la moyenne de ses gains est positive,

tandis que celle de Paul est négative.



